4l. 


NOTE SUR UNE PROPRIÉTÉ DES ÉQUATIONS DONT 
TOUTES LES RACINES SONT RÉELLES. 


[Crelles Journal für die reine und angewandte Mathematik, LXXXVII. 
(1879), pp. 217—219.] 


(1) Soir f une forme binaire (a, b, c, ... lý x, y}, p un covariant de f de 
Pordre e et F (a, b, c, ... l) le coefficient de z° dans ġ. Supposons que si dans 


la forme f on remplace y par y — La les coefficients à, b, c, ... l se changent 
en a’, b’, c, ... U. Cela posé, si dans le covariant p on remplace y, æ par Y, X, 
on sait que p se change en X<F(a, b’, c, .… V). 

(2) Soit (do, Qi, .… LU, y}* une forme binaire qui a toutes ses racines 
Ai, Az, +. One (C. à d. les valeurs de Z, qui font évanouir la forme) réelles, et 
soit 


(— 1) fasas a 2e . didie— + 2e serre 1) lose res .} (1) 


son invariant quadratique dont le signe est fixé de sorte que son dernier 
terme proportionnel à a ait le signe positif. Cet invariant divisé par le carré 
de a, peut d’ailleurs, comme on sait, être présenté (à un facteur numérique 
près) sous la forme d’une somme de produits tels que 


(oi — aa)? (as — 4)? <.. (Are — Axe)”, 
par conséquent cet invariant est positif pour les formes à racines réelles. 
Considérons à present la forme binaire (@, @, ... Qae ++. Qoen Q 4, y} de 
l’ordre 2e +n, qui ait également toutes ses racines réelles, alors l'expression (1) 
formée par rapport aux coefficients de la nouvelle forme gardera son signe 


positif, car en différentiant ņ fois de suite la nouvelle forme on retombe sur 
la forme binaire de l’ordre 2e d’où l’on est parti. 
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(3) Remplaçons dans f la variable y par y — La et supposons que Y, X 


soient des quantités réelles. Cette substitution ne changera en rien le 
caractère de la forme f relatif à la réalité de ses racines. Donc en com- 
binant les deux observations précédentes on en conclut le résultat suivant : 


Soit f une forme binaire qui a toutes ses racines réelles et D un de ses 
covariants du second degré dans les coefficients, D sera d’un signe invariable, 
c. à d. si toutes les racines de f sont réelles, toutes les racines de tous les 
quadricovariants (c. à d. des covariants du second degré) de f sont imagin- 
aires. 


POSTSCRIPTUM. 


M. Schramm, dans un mémoire inséré dans les Annali di Matematica, 
année 1867, avait déjà remarqué la propriété démontrée plus haut pour le 
cas du Hessien en se servant des fonctions covariantives en x, y, qu'il a 
démontré pouvoir remplacer les fonctions de Sturm en ce qui regarde la 
détermination du nombre total des racines réelles d’une équation. 


M. Schramm a obtenu ces formules par une certaine transformation 
opérée sur celles qui portent mon nom ; mais on peut les obtenir immédiate- 
ment en se servant de la loi d'inertie pour les formes quadratiques. 


En EN que f(æ)=0 est une équation algébrique dont les racines 
Sont €,, @, -> €n, en écrivant 


= x (hieiuo + Dati F -ee + Onlin) 


OÙ Pi, Ps, .… ph sont des fonctions rationnelles quelconques, on voit très 
facilement que l’inertie de ® est égale à n — 2», v étant le nombre de paires 
de racines imaginaires. Si l’on pose 


he=1, he=e, ... ne = e7, 


la fonction quadratique ® aura pour déterminant l'expression 


COS NON PRO" 
À AV vs 118s Sn 
Sn—ı Sn-2 Sn—s +. Sm— 


De plus en considérant les mineurs successifs 
So N| a 2 

E EE EE A A 
Sa S3 S4 


on sait que le nombre de permanences de signes dans cette série exprimera 
l'inertie de ®, c. à d. sera égal à n — 2». 
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Comme on a d’ailleurs 


So — À, So S1 | = > (e — €), So a |= > (e za o) (e — es) (e2 — es), 
Si Sa S1 Sa S3 
ete Ur 


on déduit immédiatement de là la règle de Sturm pour le nombre total des 
racines réelles et imaginaires. 


; { ; ; À 1 
Si au lieu de poser pe=ei"1 on posait rm ET À étant une 
constante réelle quelconque, on obtiendrait de même une série de termes 


où le nombre de permanences serait encore égal à n — 2». 


En multipliant ces termes respectivement par des puissances paires d’un 
degré convenable de (A — e,) (À — e2) ... (A —e,), c. à d. par des quantités réelles 
et positives, on obtient les fonctions de Schramm avec cette seule différence 
que æ et y s’y trouvent remplacées par À et 1. Mais on fera disparaître cette 


différence en posant à la place de À et en multipliant par la puissance 


paire de y qui rend l'expression entière. 
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